Kompleksna analiza
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KaZemo da niz (f,) konvergira prema funkciji f po totkama ili
obi&no ako niz brojeva (,(z)), konverira k f(z) za svaki z € S.

Drugim rije¢ima, ako za svaki z € S te svaki € > 0 postoji np € N
tako da je |f,(z) — f(2)| < € za sve n > np.

Uocite da u ovoj definiciji ng ovisi o € i 0 z.

KaZemo da niz (f,) konvergira prema funkciji f uniformno na S
ako za svaki € > 0 postoji ng € N tako da je |f,(z) — f(z)| < € za
sven>ngisvez €S,

Uotite da u ovoj definiciji nyg ovisi samo o ¢, a ne ovisi o z.

Pigemo f, = f.
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Obi¢na konvergencija nije adekvatna za na%e potrebe jer se dobra
svojstva funkcija f, kao 3to su neprekidnost ili holomorfnost ne
prenose na limes f.

Kod uniformne konvergencije dobra svojstva funkcija f, prenosi se
na limes f. Medutim na$i glavni primjeri, redovi potencija, ne
konvergiraju uniformno na skupu na kojem konvergiraju.

Pojam koji je idealan za nasu svrhu je lokalno uniformna
konvergencija, koja je izmedu obi¢ne i uniformne konvergencije.

Kod lokalno uniformne konvergencije, dobra se svojstva funkcija f,
prenose na limes f, a takoder glavni primjeri, redovi potencija,
konvergiraju lokalno uniformno na skupu na kojem konvergiraju.
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uniformno na S ako za svaki z € S postoji r, > 0 takav da je
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. LU,
Pisemo f, — f.
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Dokaz

(1)=(2)
Iz pretpostavke slijedi da za svaki z € Q postoji r, > 0 tako da
(falk(z,r,))n uniformno konvergira funkciji f|k(z.r,)-
Uocimo da je skup
{K(z,r;):z € K}

otvoreni pokriva¢ kompaktnog skupa K, pa postoje z1,...,zx € K
tako da je

k
K C|JK(zirz).
i=1
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k
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Za svaki i =1,..., k niz (falk(z,r,))n uniformno konvergira
funkciji f|K(2,rz)v te stoga postoje n1,...,n, € N takvi da, za dani
e > 0, vrijedi:

n>nj = (|f(z) — f(2)| <e,Vz € K(zj, rz)).

Ako je ng = max{ni,...,n} tada

k
n>no = (fa(z) = F(2)| <e,Vz € | JK(zi,rz)).
i=1

Kako je K C Ufle K(zi, r), imamo

n>ny = (|fa(z) — f(2)| <e,Vz € K).

Slijedi (2).
Ostale implikacije su olite. Ol
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Teorem (o neprekidnosti lokalno uniformnog limesa)

Neka je f, : 2 — C, n € N niz neprekidnih funkcijai f: Q - C
funkcija takva da f, LU ¢

Tada je f neprekidna funkcija.
Dokaz. Uzmimo zy € 2 i pokaZimo da je f neprekidna u z.

Neka je € > 0. Trebamo naéi § > 0 tako da je K(zp,0) C Qi da za
z € K(z9,0) vrijedi |f(z) — f(z)] < €.
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Iz £, =% f slijedi da postoji r > 0 tako da je K(zo,r) C Qi da
fn|K(z,r) = f|K(z,r)'

Dakle, postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi |f,(z) — f(z)| < §
za sve z € K(z, r).

Posebno za n = ng imamo

s (2) — (2)] < g Vz € K(zo,1). (1)

Uvrstavanjem z = zp u (1) slijedi

[ (20) = F(20)] < 5. 2)



Kako je fp, neprekidna u zp, postoji 0 € (0, r] takav da je

€
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Kako je fp, neprekidna u zp, postoji 0 € (0, r] takav da je

€
[fog(2) = fog(20)| < 3, ¥z € K(20,0).

Konatno, iz (1), (2) i (3) slijedi da je za svaki z € K(z, d)

f(z) = f(20)| <
1£(2) = fag (2)| + [Fn(2) — Fag (20)| + [T (2) — F(20)] < e
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Lema (o zamjeni limesa i integrala)

Neka je f, : Q — C, n € N niz neprekidnih funkcijai f: Q — C
funkcija takva da f, =% f.

Tada
lim /fn:/f
n—oo ,Y 'Y

za svaki po dijelovima gladak put v u Q.

Dokaz. Neka je v : [a, b] — Q po dijelovima gladak put u Q.
Oznatimo K := 7([a, b]). Neka je £ > 0.



Lema (o zamjeni limesa i integrala)

Neka je f, : Q — C, n € N niz neprekidnih funkcijai f : Q — C
funkcija takva da f, =% f.

Tada
lim /fn:/f
n—oo ,Y ’Y

za svaki po dijelovima gladak put v u Q.

Dokaz. Neka je v : [a, b] — Q po dijelovima gladak put u Q.
Oznatimo K := 7([a, b]). Neka je £ > 0.

Prema prethodnoj tvrdnji, f je neprekidna funkcija, pa je izraz f7 f
dobro definiran.
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Kako je K kompaktan skup, iz pretpostavke o lokalno uniformnoj
konvergenciji i Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne
konvergencije slijedi fp|x = f|k-

Zato za zadani € > 0 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi

Ifa(z) — f(2)] <e, VzeK. (4)
Sada, koriste¢i Lemu o fundamentalnoj ocjeni integrala i (4),

dobivamo
/(fn - f)’ <
-

fo- Lo
max{|(fy — £)(2)] : z € K} - £(7) < e€(v)-




Kako je K kompaktan skup, iz pretpostavke o lokalno uniformnoj
konvergenciji i Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne
konvergencije slijedi fp|x = f|k-

Zato za zadani € > 0 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi

Ifa(z) — f(2)] <e, VzeK. (4)
Sada, koriste¢i Lemu o fundamentalnoj ocjeni integrala i (4),
dobivamo
[a-[r=|[t-n|<
g gl g
max{|(f, — F)(2)| : z € K} - £(y) < (7).

Slijedi tvrdnja. O
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Morerin teorem

Sljedeca Cinjenica koju Zelimo dokazati je holomorfnost lokalno
uniformnog limesa niza holomorfnih funkcija (Weierstrassov
teorem, niZe dolje). Za to ¢e nam trebati

Morerin teorem. Neka je f : Q — C neprekidna funkcija takva da
za svaki trokut A C Q vrijedi [, f = 0.

Tada je f holomorfna na Q.
Dokaz. Neka je zp € Qi r > 0 takav da je K(z,r) C Q.

Ako je g = flk(z,r) : K(20,r) — C, tada iz pretpostavke slijedi
Jon & =0zasve A C K(z,r).



Sada se na isti nadin kao u dokazu Cauchyjevog teorema za
zvjezdast skup dokaZe da g ima primitivnu funkciju.
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(Ono 3to je bilo potrebno u tom dokazu je upravo da je integral po
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Sada se na isti nadin kao u dokazu Cauchyjevog teorema za
zvjezdast skup dokaZe da g ima primitivnu funkciju.

(Ono 3to je bilo potrebno u tom dokazu je upravo da je integral po
rubu trokuta jednak 0; tamo smo to zakljuéili iz holomorfnosti i
Goursat-Pringsheimovog teorema, a ovdje nam je to pretpostavka.)

Dakle, postoji G : K(z,r) — C tako da je G'(z) = g(z) za sve
z € K(zo,r).
Funkcija G je holomorfna na K(z, r), pa je onda, prema

generaliziranoj CIF, i G’ = g holomorfna na K(zo, r).

Slijedi da je f holomorfna na K(zy, r), a zbog proizvoljnosti od z

slijedi tvrdnja. O



Weierstrassov teorem (o limesu niza holomorfnih funkcija)

Neka je f, : Q@ — C, n € N niz holomorfnih funkcijai f: Q — C
funkcija takva da f, =% f.



Weierstrassov teorem (o limesu niza holomorfnih funkcija)

Neka je f, : Q@ — C, n € N niz holomorfnih funkcijai f: Q — C
funkcija takva da f, =% f.

Tada je f holomorfna na Q i vrijedi

F LU ek g e N



Dokaz

Prvo uo¢imo da je f neprekidna funkcija prema Teoremu o
neprekidnosti lokalno uniformnog limesa.



Dokaz
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Kako su sve funkcije f, holomorfne, prema
Goursat—Pringsheimovom teoremu je

/ f,=0, VACQVneN.
OA



Dokaz

Prvo uo¢imo da je f neprekidna funkcija prema Teoremu o
neprekidnosti lokalno uniformnog limesa.

Kako su sve funkcije f, holomorfne, prema
Goursat—Pringsheimovom teoremu je

/ f,=0, VACQVneN.
OA

Sada Lema o zamjeni limesa i integrala povladi da je

/ f=0, VACQ,
OA

pa je f holomorfna po Morerinom teoremu.
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Nadalje, neka je k € N. Za neki zy € Q neka je r > 0 takav da je

K(Z()7 r) - Q.
Neka je v : [0,27] = Q,7(t) = zo + re'™.

Prema generaliziranoj CIF za 7, i f imamo

Kk k! fa(w
fn( )(z) =5 /7 (W—(z))k‘*‘ldw’ Vz € K(zo,r),Vn € N,

k! f(w
FR(z) = 27ri/7(w—(z))k+1dw’ Vz € K(zo,r).



Primjenom leme o fundamentalnoj ocjeni integrala slijedi

| [ Bt

(w — z)k+1

k!

27

1£$9(z) - F0(z)| =
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27:

kl
- 27r

{W w e ([0.20])} - (7).



Primjenom leme o fundamentalnoj ocjeni integrala slijedi

[ =t

(w — z)k+1

19(z2) — FO(z)| =

27:

{W w e ([0.20])} - (7).

Neka je p € (0,r). Za sve z € K(zp, p) vrijedi
lw—2z|>|w—2z|—|z—2z|>r—p>0,
pa je
1 < 1
lw — z[FTT = (r = p)ktT’

Vz € K(zo, p).



Sada je

2rmk!

(k) _ (k) < =7
Ifa/(2)—f"(2)| < 27r(r—p)k+1

‘max{|fo(w)—f(w)| : w € 7([0,27])}

za sve z € K(zg, p).



Sada je

2rmk!

(k) _ (k) < =7
Ifa/(2)—f"(2)| < 27r(r—p)k+1

‘max{|fo(w)—f(w)| : w € 7([0,27])}

za sve z € K(zg, p).

2rmk! —_
2m(r—p)ktt
z € K(zo, p) vrijedi

Oznatimo i M = r_f/f)!m, slijedi da za svaki

[14(2) = F9)(2)] < M-max{|fo(w)—F(w)| : w € ([0, 27])}. (5)



Neka je K = 7([0,27]). Skup K je kompaktan, a f, LY f, pa zbog
Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne konvergencije slijedi
fn‘K = f’K



Neka je K = 7([0,27]). Skup K je kompaktan, a f, LY f, pa zbog
Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne konvergencije slijedi
fn‘K = f’K

Dakle za proizvoljno odabrani € > 0 postoji ng € N takav da je

[fa(w) — f(w)| <e, VYw e K,Vn> ng.



Slijedi da je

max{|f,(w) — f(w)|: w e K} <e, Vn> ng.



Slijedi da je
max{|f(w) — f(w)| : w € K} <&, Vn> no.
Iz (5) sada slijedi

)(2) = FO(2)| < eM, ¥z € K(z0,p),¥n = no,



Slijedi da je
max{|f(w) — f(w)| : w € K} <&, Vn> no.
Iz (5) sada slijedi

)(2) = FO(2)| < eM, ¥z € K(z0,p),¥n = no,

pa zaklju¢ujemo

fn(k) ‘K(zo,p) = f(k) ‘K(Zo,p)'



Slijedi da je
max{|f(w) — f(w)| : w € K} <&, Vn> no.
Iz (5) sada slijedi

)(2) = FO(2)| < eM, ¥z € K(z0,p),¥n = no,

pa zaklju€ujemo

ffsk) ‘K(ZO:P) = £ ‘K(ZO,p)'

Zbog proizvoljnosti od zj slijedi

£k LY f ), 0



U daljnjem ¢emo se prvenstveno baviti redovima funkcija. Ako je
(fn) niz funkcija definiranih na Q, kaZzemo da red ) f, konvergira
lokalno uniformno na € ako niz parcijalnih suma

Sn:f1+f2+"'+fn

konvergira lokalno uniformno na €.



U daljnjem ¢emo se prvenstveno baviti redovima funkcija. Ako je
(fn) niz funkcija definiranih na Q, kaZzemo da red ) f, konvergira
lokalno uniformno na € ako niz parcijalnih suma

sh=fh+h+-+1

konvergira lokalno uniformno na €.

Analogno se definira obi¢na ili uniformna konvergencija reda
funkcija.



Teorem (Weierstrassov M-test)

Neka je f, : Q@ — C, n € N niz funkcija. Neka je (M,)n, M, >0,
niz brojeva takav da je > 77, M, < co.



Teorem (Weierstrassov M-test)

Neka je f, : Q@ — C, n € N niz funkcija. Neka je (M,)n, M, >0,
niz brojeva takav da je > 77, M, < co.

Ako vrijedi
[fa(z)| < Mn, VneN,VzeQ,

tada red funkcija > f, konvergira apsolutno i uniformno na Q.



Dokaz

Za svaki z € Q, red > 2, |fo(2)| ima pozitivne Elanove, koji su
manji od odgovarajucih &lanova konvergentnog reda Y 7, M,.



Dokaz

Za svaki z € Q, red > 2, |fo(2)| ima pozitivne Elanove, koji su
manji od odgovarajucih &lanova konvergentnog reda Y 7, M,.

Zato prema kriteriju usporedivanja slijedi da red Y77 ; f,(2)
apsolutno konvergira za svaki z € Q.



Dokaz

Za svaki z € Q, red > 2, |fo(2)| ima pozitivne Elanove, koji su
manji od odgovarajucih &lanova konvergentnog reda Y 7, M,.

Zato prema kriteriju usporedivanja slijedi da red Y77 ; f,(2)
apsolutno konvergira za svaki z € Q.

Slijedi da za svaki z € Q red Y77 f(z) (obi¢no) konvergira, pa
mozemo definirati funkciju

e}

F:Q—=C, f(z)=) fl2)
n=1



Iz konvergencije reda ), M, slijedi da za svaki € > 0 postoji
ng € N takav da je >, ., My < e za sve n > ng.



Iz konvergencije reda ), M, slijedi da za svaki € > 0 postoji
ng € N takav da je >, ., My < e za sve n > ng.

Tada za sve z € Qi sve n > ng vrijedi

F2) =Y A=) @< DY 1@< D) Mc<e
k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1



Iz konvergencije reda ), M, slijedi da za svaki € > 0 postoji
ng € N takav da je >, ., My < e za sve n > ng.

Tada za sve z € Qi sve n > ng vrijedi

F2) =Y A=) @< DY 1@< D) Mc<e
k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

To povlati da red >";7; fx uniformno konvergira prema funkciji
f. O]



Redovi potencija

Red potencija je red oblika

o0

> an(z — 2)",

n=0

gdje su a, (n € Ny), z i zyp kompleksni brojevi.



Redovi potencija

Red potencija je red oblika

%
E an(z — 29)",
n=0

gdje su a, (n € Ny), z i zyp kompleksni brojevi.

Pri tome z smatramo varijabilnim, a zy fiksiranim. Brojeve a,
zovemo koeficijentima reda (6).



Prvo je pitanje za koje z € C red (6) konvergira. Kad odgovorimo
na to pitanje, onda ¢emo proucavati funkciju f definiranu sa

f(2) = 2oz an(z — 20)".



Prvo je pitanje za koje z € C red (6) konvergira. Kad odgovorimo
na to pitanje, onda ¢emo proucavati funkciju f definiranu sa

f(2) = > 00 an(z — 20)".

Posebno, vidjet ¢emo da ako red (6) konvergira na nekom
otvorenom krugu, onda je funkcija f(z) holomorfna na tom krugu.



Prvo je pitanje za koje z € C red (6) konvergira. Kad odgovorimo
na to pitanje, onda ¢emo proucavati funkciju f definiranu sa

f(2) = > 00 an(z — 20)".
Posebno, vidjet ¢emo da ako red (6) konvergira na nekom
otvorenom krugu, onda je funkcija f(z) holomorfna na tom krugu.

Moguce je da red (6) konvergira samo za z = zp. Medutim, ako to
nije sluéaj, onda sljede¢a lema povladi da red konvergira, i to
lokalno uniformno, na nekom otvorenom krugu oko zj.



Abelova lema

Neka je z' # zg. Ako red brojeva ) 77 an(z' — 2p)" konvergira,
tada red potencija )", an(z — 20)" konvergira apsolutno i lokalno
uniformno na K(zp, r), gdje je r = |Z/ — z|.



Abelova lema

Neka je z' # zg. Ako red brojeva ) 77 an(z' — 2p)" konvergira,
tada red potencija )", an(z — 20)" konvergira apsolutno i lokalno
uniformno na K(zp, r), gdje je r = |Z/ — z|.

Dokaz. NuZan uvjet konvergencije reda brojeva > 2 a,(z' — zp)"
povladi da je lim,_,o an(z' — 20)" = 0.



Abelova lema

Neka je z' # zg. Ako red brojeva ) 77 an(z' — 2p)" konvergira,
tada red potencija )", an(z — 20)" konvergira apsolutno i lokalno
uniformno na K(zp, r), gdje je r = |Z/ — z|.

Dokaz. NuZan uvjet konvergencije reda brojeva > 2 a,(z' — zp)"
povladi da je lim,_,o an(z' — 20)" = 0.
Zbog toga je niz (an(z' — z9)"), ograniten, pa postoji M > 0 tako
da je |an(Z' — 2)"| < M za sve n > 0.



Neka je p € (0,r). Tada za sve z € K(zy, p) i za sve n > 0 vrijedi

lan(z — 20)"] = |an(Z’ — 20)"] < |z~ 2| ) <M (3)".

|2/ — zp] r




Neka je p € (0,r). Tada za sve z € K(zy, p) i za sve n > 0 vrijedi

an(z )] = lan(e' ~ ) (22 ) <m(2)"

|2 — zo

Oznatimo M, = M (%) ,n>0.



Neka je p € (0,r). Tada za sve z € K(zy, p) i za sve n > 0 vrijedi

lan(z — 20)"] = |an(Z’ — 20)"] < |z~ 2| > <M (3)".

|2/ — zp] r

Oznatimo M, = M (é)n ,n>0.

Tada je >, M, geometrijski red kvocijenta manjeg od 1, pa taj red
konvergira.



Neka je p € (0,r). Tada za sve z € K(zy, p) i za sve n > 0 vrijedi

n : o (12— 2] " (p)"
o(z — 20)"] = |an(Z — 2220 v (Y
an(z = )| = lan(e' ~ 2" (15221 ) < wa (4
Oznatimo M, = M (%)n ,n>0.

Tada je >, M, geometrijski red kvocijenta manjeg od 1, pa taj red
konvergira.

Prema Weierstrassovom M-testu red 77 ;an(z — z9)" konvergira
uniformno na K(z, p).



Neka je p € (0,r). Tada za sve z € K(zy, p) i za sve n > 0 vrijedi

n : o (12— 2] " (p)"
o(z — 20)"] = |an(Z — 2220 v (Y
an(z = )| = lan(e' ~ 2" (15221 ) < wa (4
Oznatimo M, = M (%)n ,n>0.

Tada je >, M, geometrijski red kvocijenta manjeg od 1, pa taj red
konvergira.

Prema Weierstrassovom M-testu red 77 ;an(z — z9)" konvergira
uniformno na K(z, p).

To vrijedi za svaki p € (0, r).



Neka je z € K(zo, r). Tada postoji p € (0, r) takav da je
ze K(207p)'



Neka je z € K(zo, r). Tada postoji p € (0, r) takav da je
zc K(207p)'

Neka je § > 0 takav da je K(z,0) C K(zo, p).



Neka je z € K(zo, r). Tada postoji p € (0, r) takav da je
ze K(207p)'

Neka je § > 0 takav da je K(z,0) C K(zo, p).

Prema dokazanom, red )77 an(z — zp)" konvergira uniformno na
K(zo,p), pa onda i na K(z,0). Slijedi tvrdnja. O



Abelova lema povla&i da skup svih z za koje red (6) konvergira
uvijek sadrzi maksimalan otvoren krug K(zo, r) oko zp, i mozda jo3
i neke totke ruba tog kruga.



Abelova lema povla&i da skup svih z za koje red (6) konvergira
uvijek sadrzi maksimalan otvoren krug K(zo, r) oko zp, i mozda jo3
i neke totke ruba tog kruga.

Pri tome prazan skup i cijeli C takoder smatramo otvorenim
krugovima: prazan skup je otvoren krug radijusa 0, a C je otvoren
krug radijusa +oc.



Abelova lema povla&i da skup svih z za koje red (6) konvergira
uvijek sadrzi maksimalan otvoren krug K(zo, r) oko zp, i mozda jo3
i neke totke ruba tog kruga.

Pri tome prazan skup i cijeli C takoder smatramo otvorenim
krugovima: prazan skup je otvoren krug radijusa 0, a C je otvoren
krug radijusa +oc.

Kako nas zanimaju samo otvorene domene, za domenu funkcije
zadane redom (6) uzimamo otvoren krug K(zo, r).



Abelova lema povla&i da skup svih z za koje red (6) konvergira
uvijek sadrzi maksimalan otvoren krug K(zo, r) oko zp, i mozda jo3
i neke totke ruba tog kruga.

Pri tome prazan skup i cijeli C takoder smatramo otvorenim
krugovima: prazan skup je otvoren krug radijusa 0, a C je otvoren
krug radijusa +oc.

Kako nas zanimaju samo otvorene domene, za domenu funkcije
zadane redom (6) uzimamo otvoren krug K(zo, r).

Sljedeéi ¢emo put vidjeti kako se radijus tog "kruga
konvergencije” moze izraziti pomoc¢u koeficijenata a,.



